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Let X be a topological space, Y be a first countable topological space, P be the Nemytsky
plane and f : X × Y → P be a separately continuous mapping. It is shown that for each y ∈ Y
the set Cy(f) of all points x ∈ X such that f is jointly continuous at (x, y), is residual in X .
We provide an example of a separately continuous mapping f0 : R

2 → P which is discontinuous
at each point (x, x).

Â. Ê. Ìàñëþ÷åíêî, Â. Â. Ìèõàéëþê, Î. È. Ôèëèï÷óê. Òî÷êè ñîâîêóïíîé íåïðåðûâíîñòè

ðàçäåëüíî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â ïëîñêîñòè Íåìûöêîãî // Ìàòåìà-
òè÷íi Ñòóäi¨. � 2006. � Ò.26, �2. � C.217�221.

Äîêàçàíî, ÷òî ó êàæäîãî ðàçäåëüíî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X × Y → P ïðî-
èçâåäåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Y ñ ïåðâîé
àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè ñî çíà÷åíèÿìè â ïëîñêîñòè Íåìûöêîãî P äëÿ êàæäîãî y ∈ Y ìíî-
æåñòâî Cy(f) âñåõ òî÷åê x ∈ X , òàêèõ, ÷òî f íåïðåðûâíà â òî÷êå (x, y) ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ, ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íûì â X . Ïðèâåäåí ïðèìåð ðàçäåëüíî íåïðåðûâíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ f0 : R

2 → P, êîòîðîå ðàçðûâíî â êàæäîé òî÷êå (x, x).

1. Ó ñòàòòÿõ [1-4] äîñëiäæóâàëàñü ìíîæèíà C(f) òî÷îê ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàði-

çíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z òà ¨õíiõ àíàëîãiâ çi çíà÷åííÿìè â σ-
ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ Z. Ïðè öüîìó â çàãàëüíîìó âèïàäêó âñòàíîâëåíî ëèøå çàëè-

øêîâiñòü ìíîæèíè C(f) â X × Y , â òîé ÷àñ, êîëè äëÿ ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ

Z îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïðî çàëèøêîâiñòü ìíîæèí Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} i

CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)}.
Ïëîùèíà Íåìèöüêîãî ([5, ñ.47]), ÿêó ìè ïîçíà÷à¹ìî ñèìâîëîì P, ¹ σ-ìåòðèçîâíèì,

àëå íå ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèì ïðîñòîðîì ([6, ï.4]). Òîìó âèíèêëî ïðèðîäíå ïèòàííÿ

ïðî âèâ÷åííÿ ìíîæèíè C(f) äëÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X × Y → P. ßê

ç'ÿñóâàëîñÿ, ó öüîìó âèïàäêó âèíèêàþòü íîâi öiêàâi ÿâèùà.

Ó öié ñòàòòi ìè äîâîäèìî, ùî äëÿ êîæíîãî íàðiçíî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ

f : X × Y → P äîáóòêó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, ó ïëîùèíó Íåìèöüêîãî, ìíîæèíà Cy(f) áóäå
çàëèøêîâîþ â X äëÿ êîæíîãî y ∈ Y . Ðàçîì ç òèì, ïðè X = Y = R iñíó¹ íàðiçíî íåïå-

ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f0 : X × Y → P, ó ÿêîãî CY (f0) = ∅. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ íàðiçíî
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íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié f : X × Y → R òàêi ïðèêëàäè áóëè ìîæëèâi ëèøå

äëÿ �âåëèêîãî� ïðîñòîðó Y . Çîêðåìà, â [7] öå çðîáëåíî, êîëè X = R i Y � òîïîëîãi÷íà

ñóìà êîíòèíóóìó ÷èñëîâèõ ïðÿìèõ, à ó [8] � çà äîñèòü çàãàëüíèõ óìîâ, ÿêi âèêîíóþòüñÿ,

íàïðèêëàä, ó âèïàäêó X = R, Y = l∞. Äîäàìî ùå, ùî ïîïåðåäíi âåðñi¨ ñôîðìóëüîâàíèõ
âèùå ðåçóëüòàòiâ àíîíñîâàíî â [9].

2. Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà íà ïëîùèíi Íåìèöüêîãî P = P1 ∪ P2, äå

P1 = R × {0} i P2 = R × (0, +∞), ââîäèòüñÿ òàê: áàçîþ îêîëiâ òî÷êè p0 = (x0, y0) ∈ P2

ñëóæàòü êðóãè Kr[p0] = {(x, y) ∈ R
2 : (x − x0)

2 + (y − y0)
2 < r2} ç 0 < r < y0, à òî÷êè

p0 = (x0, 0) ∈ P1 � êðóãè Kr[pr], äå pr = (x0, r) i 0 < r < +∞. Î÷åâèäíî, ùî P çà-

äîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi. Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà íà
P, iíäóêîâàíà ç åâêëiäîâî¨ ïëîùèíè R

2, ìàæîðó¹òüñÿ òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ ïëî-

ùèíè Íåìèöüêîãî. Ïiäïðîñòið P2 ïëîùèíè Íåìèöüêîãî ¹ âiäêðèòèì i iíäóêîâàíà ç P

òîïîëîãiÿ íà íüîìó çáiãà¹òüñÿ ç òîïîëîãi¹þ, iíäóêîâàíîþ ç R
2. Ïiäïðîñòið P1 ïëîùèíè

Íåìèöüêîãî ¹ äèñêðåòíèì, i êîæíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {(x, 0)} ¹ âiäêðèòîþ i çàìêíå-

íîþ â P1. Ïiäïðîñòið P2 ¹ ìåòðèçîâíèì, ñàìà æ ïëîùèíà Íåìèöüêîãî P ïîäà¹òüñÿ ó

âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ñâî¨õ çàìêíåíèõ ìåòðèçîâíèõ ïiäïðîñòî-

ðiâ Zn = {(x, y) : x ∈ R i y ≥ 1
n

àáî y = 0}, îòæå, ¹ σ-ìåòðèçîâíèì ïðîñòîðîì, àëå

íå ìåòðèçîâíèì, áî P íå ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì [5, ñ.47]. Áiëüøå òîãî, ÿê çàóâàæå-
íî âèùå, P íàâiòü íå ¹ ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèì. Ïðîòå, P ¹ ðåãóëÿðíèì i íàâiòü öiëêîì

ðåãóëÿðíèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì.

3. Íåõàé X, Y , Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Âiäîáðàæåííÿ
f : X×Y → Z íàçèâà¹ìî ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0, ÿêùî äëÿ äîâiëü-

íîãî îêîëó W òî÷êè z0 = f(p0) â Z i äîâiëüíèõ îêîëiâ U i V òî÷îê x0 òà y0 ó ïðîñòîðàõ
X òà Y âiäïîâiäíî iñíóþòü òî÷êà p1 = (x1, y1) ∈ U × V i îêië U1 òî÷êè x1 â X, òàêi,
ùî U1 ⊆ U i f(U1 × {y1}) ⊆ W . Âiäîáðàæåííÿ f ¹ ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì,

ÿêùî âîíî ¹ òàêèì â êîæíié òî÷öi äîáóòêó X × Y . Ñèìâîëîì KhC(X × Y, Z) ìè ïî-
çíà÷à¹ìî ñóêóïíiñòü âñiõ ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z,
ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, à ñèìâîëîì CC(X × Y, Z) � ñóêóïíiñòü íàðiçíî
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X×Y → Z. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ äâîõ çìiííèõ f : X×Y → Z
ìè ïîêëàäà¹ìî fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Íàì áóäå ïîòðiáíà íàñòóïíà âëàñòèâiñòü ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèõ âiäîáðà-

æåíü ([3, ëåìà 2]). Ïåðåä ¨¨ ôîðìóëþâàííÿì çàçíà÷èìî, ùî ñèìâîë A îçíà÷à¹ çàìèêàííÿ

ìíîæèíè A, à ñèìâîë int A � ¨¨ âíóòðiøíiñòü.

Ëåìà 1. Íåõàé X, Y , Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X × Y → Z � ãîðèçîíòàëüíî

êâàçiíåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, U i V � âiäêðèòi ìíîæèíè â X òà Y âiäïîâiäíî, A ⊆ X
i U ⊆ A. Òîäi f(U × V ) ⊆ f(A × V ).

4. Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ çàëèøêîâîþ â íüîìó, ÿêùî ¨¨ äîïîâíåííÿ ¹ ìíîæèíîþ

ïåðøî¨ êàòåãîði¨, òîáòî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ ïîñëiäîâíîñòi íiäå íå ùiëüíèõ ó

äàíîìó ïðîñòîði ìíîæèí.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z � ðåãó-

ëÿðíèé ïðîñòið, f ∈ KhC(X × Y, Z), y0 � òî÷êà ïðîñòîðó Y , ÿêà ìà¹ â íüîìó çëi÷åííó

áàçó îêîëiâ, f(X × {y0}) = {z0} i z0 ìà¹ çëi÷åííó áàçó îêîëiâ ó Z. Òîäi ìíîæèíà Cy0(f)
¹ çàëèøêîâîþ â X.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ïðîñòið X áåðiâñüêèé. Íåõàé {Vm : m ∈ N} i
{Wn : n ∈ N} � áàçè îêîëiâ òî÷îê y0 òà z0 â Y òà Z âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó îêîëè Wn

çàìêíåíi â Z. Ïðèéìåìî An,m = {x ∈ X : fx(Vm) ⊆ Wn}. Ç íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ

f çà äðóãîþ çìiííîþ íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N

∞⋃

m=1

An,m = X.

Ïîêëàäåìî äàëi Un,m = int An,m, Gn =
⋃∞

m=1 Un,m i E =
⋂∞

n=1 Gn. Îñêiëüêè ïðîñòið X
áåðiâñüêèé, òî ìíîæèíè Gn âiäêðèòi i ñêðiçü ùiëüíi â X. Çðîçóìiëî, òàêîæ, ùî ìíîæèíà

E ¹ âñþäè ùiëüíîþ â áåðiâñüêîìó ïðîñòîði X. Äî òîãî æ, âîíà ¹ Gδ-ìíîæèíîþ. Òîìó

ìíîæèíà E ¹ çàëèøêîâîþ â X.

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî E ⊆ Cy0(f). Íåõàé x0 ∈ E i n ∈ N. Îñêiëüêè x0 ∈ Gn, òî

iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî x0 ∈ Un,m. Ïîêëàäåìî äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ W = Wn, V = Vm,

U = Un,m i A = An,m ∩ U . Îñêiëüêè U ⊆ An,m i ìíîæèíà U âiäêðèòà, òî A ⊆ U ⊆ A.

Òîäi f(U × V ) ⊆ f(A × V ) çà ëåìîþ 1. Ç îçíà÷åííÿ ìíîæèí An,m íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî

f(A× V ) ⊆ W . Îòæå, îñòàòî÷íî f(U × V ) ⊆ f(A × V ) ⊆ W = W , òîáòî f(U × V ) ⊆ W .

Îñêiëüêè U × V � îêië òî÷êè p0 â äîáóòêó X × Y , òî îñòàíí¹ âêëþ÷åííÿ ïîêàçó¹, ùî
p0 ∈ C(f), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî x0 ∈ Cy0(f).

Íåõàé òåïåð X � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi çà òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî
êàòåãîðiþ [10, ñ. 87] â X iñíó¹ áåðiâñüêå ÿäðî T � òàêèé âiäêðèòèé ïiäïðîñòið, ÿêèé

¹ áåðiâñüêèì ïðîñòîðîì â iíäóêîâàíié ç X òîïîëîãi¨ i çàëèøêîâîþ ìíîæèíîþ â X.
Ïîêëàäåìî g = f |T×Y . Îñêiëüêè ïiäïðîñòið T âiäêðèòèé â X, òî g ∈ KhC(T × Y, Z). Çà
äîâåäåíèì âèùå ìíîæèíà Cy0(g) çàëèøêîâà â T , à îòæå, i â X. Àëå Cy0(g) ⊆ Cy0(f),
îòæå, Cy0(f) ¹ çàëèøêîâîþ â X ìíîæèíîþ.

5. Ó öüîìó ïóíêòi çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 1 âñòàíîâèìî óìîâè, çà ÿêèõ íàðiçíî íåïå-
ðåðâíi âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → P ìàþòü âëàñòèâiñòü Âåñòîíà, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ìíîæèíà Cy(f) ¹ çàëèøêîâîþ â X. Ïðè öüîìó ìè áóäåìî âèêî-

ðèñòîâóâàòè òàêå ïðîñòå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2. Íåõàé (Gs)s∈S � äèç'þíêòíà ñiì'ÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí Gs ó òîïîëîãi÷íîìó

ïðîñòîði X, òàêà, ùî ìíîæèíà G =
⋃

s∈S Gs ¹ çàëèøêîâîþ â X i (Es)s∈S � ñiì'ÿ ïiä-

ìíîæèí X, òàêà, ùî Es ⊆ Gs i Es ¹ çàëèøêîâîþ â Gs äëÿ êîæíîãî s ∈ S. Òîäi ìíîæèíà

E =
⋃

s∈S Es çàëèøêîâà â X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé As = Gs \Es äëÿ êîæíîãî s ∈ S i A = G \E. Çà óìîâîþ äëÿ êîæíîãî

s iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íiäå íå ùiëüíèõ â Gs ìíîæèí As,n, òàêà, ùî As =
⋃∞

n=1 As,n. Íåõàé

An =
⋃

s∈S As,n. Äëÿ êîæíîãî n ìíîæèíà An íiäå íå ùiëüíà â X. Ñïðàâäi, íåõàé U �
âiäêðèòà ìíîæèíà ó ïðîñòîði X i U ∩G 6= ∅. Òîäi iñíó¹ òàêèé iíäåêñ t ∈ S, ùî ïåðåòèí
Ut = U ∩ Gt 6= ∅. Ìíîæèíà Ut âiäêðèòà â Gt. Îñêiëüêè ìíîæèíà At,n íiäå íå ùiëüíà â
Gt, òî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà V â Gt, ùî V ⊆ Ut i V ∩ At,n = ∅. Àëå

çà óìîâîþ Gt ∩ Gs = ∅ ïðè s 6= t. Òîìó V ∩ As,n = ∅ i ïðè s 6= t. Îòæå, V ∩ An = ∅.

Êðiì òîãî, V ⊆ U i V âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â X, ùî i äà¹ íàì íiäå íå ùiëüíiñòü
ìíîæèí An â X. Îñêiëüêè A =

⋃∞
n=1 An, òî A � ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X. Àëå

X \ E = (X \ G) ∪A. Îòæå, X \E � öå ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X, òîáòî ìíîæèíà

E çàëèøêîâà â X.
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Òåîðåìà 2. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, y0 ∈ Y , ïðè÷îìó y0 ìà¹ çëi÷åííó áàçó

îêîëiâ â Y , f ∈ CC(X × Y, P). Òîäi ìíîæèíà Cy0(f) çàëèøêîâà â X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé j : P → R
2 � òîòîæíå âêëàäåííÿ ïëîùèíè Íåìèöüêîãî P â åâêëiäîâó

ïëîùèíó R
2 i g = j ◦ f . Çðîçóìiëî, ùî g ∈ CC(X × Y, R2), áî âêëàäåííÿ j íåïåðåðâíå.

Åâêëiäîâà ïëîùèíà R
2 ¹ ìåòðèçîâíèì ïðîñòîðîì. Òîìó çà âiäîìèì òâåðäæåííÿì ç [11]

ìíîæèíà Cy0(g) ¹ çàëèøêîâîþ â X. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ fy0 : X → P íåïåðåðâíà i ìíîæèíà

P2 âiäêðèòà â P, òî ìíîæèíà G = f−1
y0

(P2) âiäêðèòà â X. Íåõàé A = Cy0(g)∩G. Çðîçóìiëî,

ùî A çàëèøêîâà â G, áî ìíîæèíà G âiäêðèòà. Çðîçóìiëî, ùî A ⊆ Cy0(g) ∩ G, àëå

Cy0(g) ∩ G ⊆ Cy0(f), áî f(G × {y0}) ⊆ P2 i òîïîëîãi¨, ÿêi iíäóêóþòüñÿ íà P2 ç ïðîñòîðiâ
P i R

2, çáiãàþòüñÿ. Îòæå, A ⊆ Cy0(f).
Íåõàé äàëi H = X \ G. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà H � âiäêðèòà â X i fy0(H) ⊆ P1.

Òîäi çâóæåííÿ h = fy0 |H âiäîáðàæà¹ ìíîæèíó H ó äèñêðåòíèé ïiäïðîñòið P1 ïëîùèíè

Íåìèöüêîãî i, çðîçóìiëî, ¹ íåïåðåðâíèì. Â òàêîìó ðàçi, äëÿ êîæíîãî z ∈ R ïðîîáðàç

Hz = h−1({(z, 0)}) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â H , à îòæå, i â X. Êðiì òîãî, Hz′ ∩ Hz′′ =
∅, ÿêùî z′ 6= z′′ i H =

⊔
z∈R

Hz. Äëÿ z ∈ R ïîêëàäåìî ϕz = f |Hz×Y . Çðîçóìiëî, ùî

ϕz ∈ CC(Hz × Y, P), ïðè÷îìó ϕz(Hz × {y0}) = {(z, 0)}. Òîìó çà òåîðåìîþ 1 ìíîæèíà

Bz = Cy0(ϕz) çàëèøêîâà â Hz.

Ïîêëàäåìî B =
⋃

z∈R
Bz. Îñêiëüêè ìíîæèíè Hz âiäêðèòi â X, òî Bz ⊆ Cy0(f) äëÿ

êîæíîãî z, òîáòî B ⊆ Cy0(f).
Íåõàé E = A ∪ B. Îñêiëüêè X \ (G ∪ H) = G \ G i ìíîæèíà G \ G íiäå íå ùiëüíà â

X, òî ìíîæèíà G∪H çàëèøêîâà â X. Òîìó çà ëåìîþ 2 i ìíîæèíà E áóäå çàëèøêîâîþ
â X. Àëå E ⊆ Cy0(f), îòæå, i ìíîæèíà Cy0(f) ¹ çàëèøêîâîþ â X.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò íåãàéíî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ç ïåðøîþ

àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi i f ∈ CC(X×Y, P). Òîäi âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ âëàñòèâiñòü Âåñòîíà.

6.Íàðåøòi äîâåäåìî, ùî íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ f : X×Y → P ïðè X = Y = R

ìîæóòü íå ìàòè âëàñòèâîñòi Ãàíà, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìíîæèíà CY (f) çàëèøêîâà
â X.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X = Y = R i f : X×Y → P � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

f(x, y) = (x + y, |x− y|). Òîäi:
(i) ∆ = {(x, x) : x ∈ X} = D(f) = (X × Y ) \ C(f);

(ii) f � íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ;

(iii) CY (f) = ∅.

Äîâåäåííÿ. (i) Ïåðåâiðèìî, ÷è ∆ ⊆ D(f). Íåõàé p0 = (x0, x0) ∈ ∆, W0 = {(x, y) ∈ R
2 :

(x − 2x0)
2 + (y − 1)2 ≤ 1}, δ > 0 i Oδ = [x0 − δ, x0 + δ]2. Îñêiëüêè W0 � îêië òî÷êè

z0 = f(p0) ó ïðîñòîði P, à ìíîæèíè Oδ ïðè δ > 0 óòâîðþþòü áàçó îêîëiâ òî÷êè p0 â R
2,

òî íàëåæíiñòü p0 ∈ D(f) íåãàéíî âèïëèâàòèìå ç òîãî, ùî f(Oδ) 6⊆ W0 äëÿ êîæíîãî δ > 0.
Çàôiêñó¹ìî δ > 0 i ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó xδ ∈ [x0 − δ, x0 + δ] \ {x0} i âiäïîâiäíó

òî÷êó pδ = (xδ, xδ) íà äiàãîíàëi ∆. Çðîçóìiëî, ùî pδ ∈ Oδ i f(pδ) = (2xδ, 0) 6∈ W0, ïîçàÿê
xδ 6= x0. Îòæå, f(Oδ) 6⊆ W0.

Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ R
2\∆. Òîäi |x0−y0| > 0. Îòæå, z0 = f(p0) ∈ P2. Îñêiëüêè ÷èñëîâi

ôóíêöi¨ u(x, y) = x + y òà v(x, y) = |x − y| íåïåðåðâíi, òî ôóíêöiÿ f ÿê âiäîáðàæåííÿ ç
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R
2 â R

2 ¹ íåïåðåðâíîþ. Àëå ïiäïðîñòið P2 âiäêðèòèé â P i éîãî òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà

çáiãà¹òüñÿ ç òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ, iíäóêîâàíîþ ç R
2. Òîìó f ¹ íåïåðåðâíèì â òî÷öi

p0 ÿê âiäîáðàæåííÿ ç R
2 â P, àäæå f(p0) ∈ P2.

(ii) Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ñèìåòðè÷íà i C(f) = R
2\∆, òî äîñèòü äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî

ôiêñîâàíîãî x0 ∈ R ôóíêöiÿ fx0(x) = (x + x0, |x − x0|) ç R â P ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi

x0. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó W òî÷êè z0 = f(x0, x0) = (2x0, 0) â P

çíàéòè òàêèé îêië U òî÷êè x0 â R, ùî fx0(U) ⊆ W . Îñêiëüêè z0 ∈ P1, à áàçó îêîëiâ

òî÷êè z0 â P óòâîðþþòü êðóãè Kε[pε] ðàäióñà ε ç öåíòðàìè â òî÷êàõ pε = (2x0, ε), òî
äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè W = Kε[pε], äå ε > 0. Àëå

(x + x0 − 2x0)
2 + (|x − x0| − ε)2 = 2|x − x0|(|x − x0| − ε) + ε2.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî fx0(x) ∈ W òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |x− x0| ≤ ε. Òîìó, ïîêëàäàþ÷è
U = [x0 − ε, x0 + ε], îòðèìà¹ìî, ùî fx0(U) ⊆ W . Îòæå, ôóíêöiÿ fx0 íåïåðåðâíà â òî÷öi

x0.

(iii) Îñêiëüêè íà êîæíié âåðòèêàëüíié ïðÿìié {x} × R ¹ òî÷êà (x, x) äiàãîíàëi ∆, ÿêà

çãiäíî ç äîâåäåíèì â (i) ¹ òî÷êîþ ðîçðèâó ôóíêöi¨ f , òî CY (f) = ∅.
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