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Trere are considered some conditions of the existence and uniqueness of a generalized solu-
tion of the boundary value problem for the system

ut +
l∑

i=1

Ai(x, t)uyi −
n∑

i,j=1

(Bij(x, y, t)uxi)xj +

+
n∑

i=1

Bi(x, y, t)uxi + C(x, y, t)u + g(x, t, u) = f(x, y, t)

in the domain R
n
+ × R

l
+ × (0, T ), where u, g, f are vector functions and Ai, Bsj , C, Bj are

matrices of the m-th order.

Í. È. Ãóçèëü, Ñ. Ï. Ëàâðåíþê. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ïîëóëèíåéíîé óëüòðàïàðàáîëè÷å-

ñêîé ñèñòåìû â îáëàñòè, íåîãðàíè÷åííîé ïî ïðîñòðàíñòâåíûì ïåðåìåííûì // Ìàòåìà-

òè÷íi Ñòóäi¨. � 2006. � Ò.26, �2. � C.161�173.

Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé

çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû âèäà

ut +
l∑

i=1

Ai(x, t)uyi −
n∑

i,j=1

(Bij(x, y, t)uxi)xj +

+
n∑

i=1

Bi(x, y, t)uxi + C(x, y, t)u + g(x, t, u) = f(x, y, t)

â îáëàñòè R
n
+ × R

l
+ × (0, T ), ãäå u, g, f � âåêòîð-ôóíêöèè, Ai, Bsj , C, Bj � ìàòðèöû

ïîðÿäêà m.

Óëüòðàïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ ïî÷àëè äîñëiäæóâàòè ùå â ïåðøié ïîëîâèíi XX ñòîëiò-
òÿ. Ðiâíÿííÿ òàêîãî òèïó, ÿêi iíîäi íàçèâàþòü ïàðàáîëi÷íèìè ç áàãàòüìà ÷àñàìè, âèíè-

êëè ÿê ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü áðîóíiâñüêîãî ðóõó ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè ç n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè
([1]). Ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà áàãàòîðàçîâî óçàãàëüíþâàëè i äîñëiäæóâàëè ðiçíi àâòîðè

2000 Mathematics Subject Classification: 35K70.

c©Í. I. Ãóçiëü, Ñ. Ï. Ëàâðåíþê , 2006



162 Í. I. ÃÓÇIËÜ, Ñ. Ï. ËÀÂÐÅÍÞÊ

(äèâ. áiáëiîãðàôiþ â [2]). Çàçíà÷èìî, ùî íàéáiëüø ïîâíi ðåçóëüòàòè äëÿ ëiíiéíèõ óëü-

òðàïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü îäåðæàëè Åéäåëüìàí Ñ. Ä., Iâàñèøåí Ñ. Ä. òà ¨õíi ó÷íi (äèâ.,

íàïðèêëàä, [2�5]). Îêðåìi ðåçóëüòàòè äëÿ íåëiíiéíèõ óëüòðàïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü â íå-

îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ îòðèìàíî â [6�9].

Ó öié ñòàòòi ïðîïîíó¹ìî ïåâíi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó

ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ íàïiâëiíiéíî¨ óëüòðàïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè â îáëàñòi, íåîáìåæåíié çà

ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè.

Íåõàé R
n
+ = {x ∈ R

n : x > 0}, Rl
+ = {y ∈ R

l : y > 0}. Â îáëàñòi QT = R
n
+×R

l
+×(0, T ),

0 < T < +∞ ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

A(u) ≡ ut +

l∑
i=1

Ai(x, t)uyi −
n∑

i,j=1

(Bij(x, y, t)uxi)xj+ (1)

+

n∑
i=1

Bi(x, y, t)uxi + C(x, y, t)u+ g(x, t, u) = f(x, y, t),

äå u = col(u1, . . . , um), g = col(g1, . . . , gm), f = col(f1, . . . , fm), Ai, Bsj , C, Bj � ìàòðèöi

ïîðÿäêó m, i ∈ {1, . . . , l}, s, j ∈ {1, . . . , n}.
Ïîçíà÷èìî Στ = ∂R

n
+ × R

l
+ × [0, τ ], τ ∈ [0, T ], O = R

n
+ × R

l
+, DT = R

n
+ × (0, T ),

òàêîæ ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ok = Πk
n × Πk

l äëÿ áóäü-ÿêèõ k ∈ N, äå Πk
n = {x ∈ R

n
+ :

xi < k, i ∈ {1, . . . , n}}, Πk
l = {y ∈ R

l
+ : yi < k, i ∈ {1, . . . , l}}, P k = Πk

n × R
l
+,

P k
τ = P k ∩ {t = τ}, Qk

τ = P k × (0, τ), Σk
τ = ∂Πk

n × R
l
+ × (0, τ), Skτ = Πk

n × ∂R
l
+ × (0, τ),

τ ∈ [0, T ].
Ââåäåìî ïðîñòîðè:

Lrloc(O) = {u : u ∈ Lr(Ok), ∀k ∈ N}, r ∈ (1,+∞];

V 1,1
ψ (P k) =

{
v :

∫
P k

[
|v|2 +

l∑
i=1

|vyi|2 +

n∑
i=1

|vxi|2
]
ψ(|y|)dxdy <∞, v|Sk0 = 0, v|Σk0 = 0

}
,

äå ôóíêöiÿ ψ ∈ C1([0,+∞)) òàêà, ùî ψ(ξ) > 0, ψ′(ξ) < 0 íà [0,+∞) i (∀ y ∈ R
l
+) :∣∣∣ψyi(|y|)ψ(|y|)

∣∣∣ ≤ ψ0, i ∈ {1, . . . , l}, äå ψ0 = const,
∫

R
l
+
ψ(|y|)dy = ψ1 <∞;

Lqψ(P k) =

{
v :

∫
P k

|v|qψ(|y|)dxdy <∞
}
, q ∈ (1,+∞);

V 1,0
ψ (P k) =

{
v :

∫
P k

[
|v|2 +

n∑
i=1

|vxi|2
]
ψ(|y|)dxdy <∞, v|Σk0 = 0

}
.

Lqψ,loc(O) =
{
v : v ∈ Lqψ(PR), ∀R > 1

}
, q ∈ (1,+∞);

V 1,0
ψ,loc(O) =

{
v : v, vxi ∈ L2

ψ,loc(O), i ∈ {1, . . . , n}, v|Σ0 = 0
}

;

V 1,1
ψ,loc(O) =

{
v : v, vxi, vyj ∈ L2

ψ,loc(O), i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , l}, v|S0 = 0, v|Σ0 = 0
}

;

Çàóâàæåííÿ. Ïðèêëàäàìè âàãè ψ ó âèùå îçíà÷åíèõ ïðîñòîðàõ ìîæóòü áóòè ôóíêöi¨

âèãëÿäó: 1) ψ(ξ) = e−γξ, γ > 0, 2) ψ(ξ) = 1
1+ξκ

, κ > l.
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Ãîâîðèòèìåìî, ùî äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè (1) âèêîíóþòüñÿ âiäïîâiäíî óìîâè (A),
(B), (C), (G), ÿêùî:
(A) : åëåìåíòè ìàòðèöü Ai íåïåðåðâíi i îáìåæåíi â DT ; Ai(x, t) = A∗

i (x, t), i ∈ {1, . . . , l}
äëÿ âñiõ (x, t) ∈ DT ;
(B) : åëåìåíòè ìàòðèöü Bij, Bi íàëåæàòü äî ïðîñòîðó L

∞(QT ) äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, . . . , n};
äëÿ ìàéæå âñiõ (x, y, t) ∈ QT i äëÿ âñiõ ξ ∈ R

m
∑n

i,j=1(Bij(x, y, t)ξi, ξj) ≥ b0
∑n

i=1 |ξi|2, äå
b0 > 0, b0 = const;
(C) : åëåìåíòè ìàòðèöi C íàëåæàòü äî ïðîñòîðó L∞(Rl

+ × (0, T );L∞
loc(R

n

+)); äëÿ ìàéæå

âñiõ (x, y, t) ∈ QT i äëÿ âñiõ ξ ∈ R
m âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (C(x, y, t)ξ, ξ) ≥ c0|ξ|2,

c0 = const.
(G) : ôóíêöi¨ (x, t) → g(x, t, ξ) ¹ âèìiðíèìè íà DT äëÿ âñiõ ξ ∈ R

m; ôóíêöi¨ ξ → g(x, t, ξ)
íåïåðåðâíi â R

m ìàéæå äëÿ âñiõ (x, t) ∈ DT i iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi g0, g1, ùî äëÿ

âñiõ ξ, η ç R
m, ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ DT òà i ∈ {1, . . . , m} i p > 2 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|gi(x, t, ξ)| ≤ g1

m∑
j=1

|ξj|p−1, (g(x, t, ξ)− g(x, t, η), ξ − η) ≥ g0|ξ − η|p.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
∑l

i=1Ai(x, t) ≥ 0 íà DT . Ïîçíà÷èìî Sτ = R
n
+×∂R

l
+×(0, τ), τ ∈

[0, T ]. Çàäàìî äëÿ ñèñòåìè (1) êðàéîâi óìîâè

u(x, y, t) = 0 íà ΣT , (2)

u(x, y, t) = 0 íà ST , (3)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó

u(x, y, 0) = u0(x, y) íà O. (4)

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ u, ÿêà íàëåæèòü äî ïðîñòîðó

W = (C([0, T ];L2
ψ,loc(O)) ∩ L2((0, T );V 1,0

ψ,loc(O)) ∩ Lp((0, T );Lpψ,loc(O)))m,

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü∫
OT

(u, v)σ(x)ψ(|y|)dxdy +

∫
QT

[
−(u, vt)σ(x)ψ(|y|) −

l∑
i=1

(Ai(x, t)u, (vψ)yi)σ(x)+ (5)

+
n∑

i,j=1

(Bij(x, y, t)uxi, (vσ(x))xj)ψ(|y|) +
n∑
i=1

(Bi(x, y, t)uxi, v)σ(x)ψ(|y|)+

+(C(x, y, t)u, v)σ(x)ψ(|y|) + (g(x, t, u), vσ(x)ψ(|y|))−

−(f(x, y, t), v)ψ(|y|)σ(x)

]
dxdydt−

∫
O0

(u0, v)σ(x)ψ(|y|)dxdy = 0

äëÿ âñiõ v ∈ (L2((0, T );V 1,1
ψ,loc(O))∩Lp((0, T );Lpψ(O)))m, ÿêi ìàþòü îáìåæåíi íîñi¨ çà çìií-

íîþ x, vt ∈ (L2((0, T );L2
ψ,loc(O)))m, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ σ ∈ C1

0(R
n), σ(x) ≥ 0 â R

n

íàçèâàòèìåìî óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1) � (4) â îáëàñòi QT .
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Òåîðåìà. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (B), (C), (G), u0 ∈ (L2
ψ,loc(O))m, f ∈

(Lp
′
((0, T );Lp

′
ψ,loc(O)))m, p′ = p/(p−1),

∑l
i=1Ai(x, t) ≥ 0 äëÿ âñiõ (x, t) ∈ DT , 2 < p ≤ 2n

n−2
,

ÿêùî n > 2 i p > 2, ÿêùî n ∈ {1, 2}. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(1) � (4) â îáëàñòi QT .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó çàäà÷ó

A(u) ≡ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QR
T , (6)

u|SRT = 0, u|ΣRT = 0, (7)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ PR, (8)

R > 1. Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié uN(x, y, t) =
∑N

s=1 c
N
s (t)ϕs(x, y), N ∈ N, äå

{ϕs} � áàçà ïðîñòîðó V 1,1
ψ (PR), à cNs , s ∈ {1, . . . , N} ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ çàäà÷i Êîøi:∫

PR

[
(uNt , ϕ

s) +

l∑
i=1

(Ai(x, t)u
N
yi
, ϕs) +

n∑
i,j=1

(Bij(x, y, t)u
N
xi
, ϕsxj) + (C(x, y, t)uN , ϕs)+ (9)

+
n∑
i=1

(Bi(x, y, t)u
N
xi
, ϕs) + (g(x, t, uN), ϕs) − (f(x, y, t), ϕs)

]
ψ(|y|)dxdy = 0,

cNs (0) = uN0,s, s ∈ {1, . . . , N}, (10)

ïðè÷îìó

uN0 (x, y) =
N∑
s=1

uN0,sϕ
s(x, y), lim

N→∞
||uN0 − u0||L2

ψ(PR) = 0.

Íà ïiäñòàâi òåîðåìè Êàðàòåîäîði [10, ñ. 54] iñíó¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i (9), (10), âèçíà÷åíèé íà ïðîìiæêó [0, t0]. Ç îöiíîê, îäåðæàíèõ íèæ÷å, âèïëèâàòèìå,
ùî t0 = T.

Ïîìíîæèìî êîæíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (9) âiäïîâiäíî íà ôóíêöiþ cNs (t)e−αt, äå α > 0
âèáåðåìî ïiçíiøå, äîäàìî ¨õ çà s âiä 1 äî N i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî [0, τ ], τ ∈ (0, T ]. Ïiñëÿ
âèêîíàííÿ öèõ îïåðàöié îäåðæèìî ðiâíiñòü∫
QRτ

[
(uNt , u

N) +

l∑
i=1

(Ai(x, t)u
N
yi
, uN) +

n∑
i,j=1

(Bij(x, y, t)u
N
xi
, uNxj) + (C(x, y, t)uN , uN)+ (11)

+

n∑
i=1

(Bi(x, y, t)u
N
xi
, uN) + (g(x, t, uN), uN) − (f(x, y, t), uN)

]
ψ(|y|)e−αtdxdydt = 0.

Ïåðåòâîðèìî i îöiíèìî êîæíèé äîäàíîê ðiâíîñòi (11) îêðåìî, âðàõîâóþ÷è âiäïîâiäíi

óìîâè òåîðåìè:

Im
1

≡
∫
QRτ

(uNt , u
N)ψ(|y|)e−αtdxdydt =

1

2

∫
PRτ

|uN |2ψ(|y|)e−ατdxdy − 1

2

∫
PR0

|uN0 |2ψ(|y|)dxdy+

+
α

2

∫
QRτ

|uN |2ψ(|y|)e−αtdxdydt;
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Im
2

≡
∫
QRτ

l∑
i=1

(Ai(x, t)u
N
yi
, uN)ψ(|y|)e−αtdxdydt ≥ −a1ψ0

2

∫
QRτ

|uN |2ψ(|y|)e−αtdxdydt;

Im
3

≡
∫
QRτ

n∑
i,j=1

(Bij(x, y, t)u
N
xi
, uNxj)ψ(|y|)e−αtdxdydt ≥ b0

∫
QRτ

n∑
i=1

|uNxi|2ψ(|y|)e−αtdxdydt;

Im
4

≡
∫
QRτ

n∑
i=1

(Bi(x, y, t)u
N
xi
, uN)ψ(|y|)e−αtdxdydt ≤

≤ b3
2

∫
QRτ

(
δ

n∑
i=1

|uNxi|2 +
n

δ
|uN |2

)
ψ(|y|)e−αtdxdydt,

äå b3 = max
i

ess sup
QT

||Bi|| i δ > 0, ‖ · ‖ � åâêëiäîâà íîðìà ìàòðèöi;

Im
5

≡
∫
QRτ

(C(x, y, t)uN , uN)ψ(|y|)e−αtdxdydt ≥ c0

∫
QRτ

|uN |2ψ(|y|)e−αtdxdydt;

Im
6

≡
∫
QRτ

(g(x, t, uN), uN)ψ(|y|)e−αtdxdydt ≥ g0

∫
QRτ

|uN |pψ(|y|)e−αtdxdydt;

Im
7

≡
∫
QRτ

(f(x, y, t), uN)ψ(|y|)e−αtdxdydt ≤ g0

2

∫
QRτ

|uN |pψ(|y|)e−αtdxdydt+

+
µ1

2

∫
QRτ

|f |p′ψ(|y|)e−αtdxdydt.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè Im1, . . . , Im7, ç ðiâíîñòi (11) îòðèìà¹ìî∫
PRτ

|uN |2ψ(|y|)e−ατdxdy +

∫
QRτ

[(
α− b3n

δ
− a1ψ0 − 2c0

)
|uN |2 + (2b0 − b3δ)

n∑
i=1

|uNxi|2+ (12)

+g0|uN |p
]
ψ(|y|)e−αtdxdydt ≤ µ1

∫
QRτ

|f |p′ψ(|y|)e−αtdxdydt+
∫
PR0

|uN0 |2ψ(|y|)dxdy.

Íåõàé δ = b0
b3
, α = max{b0 +

b23n

b0
+2c0 +a1ψ0, b0}. Òîäi ç íåðiâíîñòi (12) îäåðæèìî îöiíêè∫

PRτ

|uN |2ψ(|y|)dxdy ≤ µ3, τ ∈ [0, T ], (13)

∫
QRT

[
|uN |2 +

n∑
i=1

|uNxi|2 + |uN |p
]
ψ(|y|)dxdydt ≤ µ3,

∫
QRT

|g(x, t, uN)|p′dxdydt ≤ µ3, (14)

äå ñòàëà µ3 íå çàëåæèòü âiä N.
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Íà ïiäñòàâi îöiíîê (13) � (14) iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {uNk} ⊂ {uN} òàêà, ùî ïðè
k → ∞

uNk → u ∗−ñëàáêî â (L∞((0, T );L2
ψ(P

R)))m,

uNk → u ñëàáêî â (L2((0, T );V 1,0
ψ (PR)))m,

uNk → u ñëàáêî â (Lp((0, T );Lpψ(P
R)))m,

g(x, t, uNk) → z ñëàáêî â (Lp
′
((0, T );Lp

′
ψ (PR)))m,

uNk(·, ·, T ) → χ ñëàáêî â (L2
ψ(PR))m.

Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (9) (çàïèñàíi äëÿ Nk) âiäïîâiäíî íà ôóíêöi¨ z
Nk0
s ∈

C1([0, T ]), äîäàìî ¨õ çà s âiä 1 äî Nk0 i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî ïðîìiæêó [0, T ]. Îäåðæèìî

ðiâíiñòü∫
QRT

[
−(uNk , v

Nk0
t ) +

( l∑
i=1

Aiu
Nk
yi

−
n∑

i,j=1

(Biju
Nk
xi

)xj +
n∑
i=1

Biu
Nk
xi

+ CuNk + g(x, t, uNk)− (15)

−f(x, y, t), vNk0

)]
ψ(|y|)dxdydt+

∫
PRT

(uNk, vNk0 )ψ(|y|)dxdy −
∫
PR0

(uNk0 , vNk0 )ψ(|y|)dxdy = 0,

äå vNk0 =
∑Nk0

s=1 z
Nk0
s (t)ϕs(x, y), Nk ≥ Nk0 . Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi â (15) ñïî÷àòêó ïðè

k → ∞, à ïîòiì ïðè k0 → +∞, îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü∫
QRT

{[
−(u, vt) −

l∑
i=1

(Aiu, vyi) +
n∑

i,j=1

(Bijuxi, vxj) +
n∑
i=1

(Biuxi, v) + (Cu, v) + (z, v)− (16)

−(f, v)

]
ψ(|y|)−

l∑
i=1

(Aiu, v)ψyi(|y|)
}
dxdydt+

∫
PRT

(χ, v)ψ(|y|)dxdy−
∫
PR0

(u0, v)ψ(|y|)dxdy = 0,

ïðàâèëüíó äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v ∈ (L2((0, T );V 1,1
ψ (PR)) ∩ Lp((0, T );Lpψ(P

R)))m,

vt ∈ (L2((0, T );L2
ψ(P

R)))m. Iç (16) âèïëèâà¹, ùî u ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1) â ñåíñi ðîç-
ïîäiëiâ. Îòæå,

ut = −
l∑
i=1

Aiuyi +
n∑

i,j=1

(Bijuxi)xj −
n∑
i=1

Biuxi − Cu− z + f

â QT , òîìó ut ∈ (L2((0, T ); (V 1,0
ψ (PR))∗) + Lp

′
((0, T );Lp

′
ψ (PR)))m. Îñêiëüêè

u ∈ (L2((0, T );V 1,0
ψ (PR)) ∩ Lp((0, T );Lpψ(P

R)))m, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.17 ([11, c. 177])

u ∈ (C([0, T ];L2
ψ(P

R)))m i ïðàâèëüíà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè∫
QRτ

(u, ut)ψ(|y|)dxdydt =
1

2

∫
PRτ

|u|2ψ(|y|)dxdy − 1

2

∫
PR0

|u2|ψ(|y|)dxdy.

Ç (16) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî u(x, y, T ) = χ(x, y). Äàëi çîâñiì ïîäiáíî ÿê â [12, ñ.26] ëåãêî
äîâåñòè, ùî u|t=0 = u0. Êðiì òîãî, ðiâíiñòü (16) ïðàâèëüíà i äëÿ v = u

1

2

∫
PRT

|u|2ψ(|y|)dxdy +

∫
QRT

[( n∑
i,j=1

(Bijuxi, uxj) +

n∑
i=1

(Biuxi, u) + (Cu, u)+ (17)
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+(z, u) − (f, u)

)
ψ(|y|)− 1

2

l∑
i=1

(Aiu, u)ψyi(|y|)
]
dxdydt− 1

2

∫
PR0

|u0|2ψ(|y|)dxdy = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü g(x, t, u) i (17) äîâîäèìî, ùî g(x, t, u) = z(x, y, t) (äîâå-
äåííÿ ïîäiáíå ÿê â [12, ñ.171]).

Îòæå, ìè îòðèìàëè, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ

u ∈WR = (C([0, T ];L2
ψ(P

R)) ∩ L2((0, T );V 1,0
ψ (PR)) ∩ Lp((0, T );Lpψ(P

R)))m,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü∫
QRT

[
−(u, vt)ψ(|y|)−

l∑
i=1

(Aiu, (vψ(|y|))yi) +

n∑
i,j=1

(Bijuxi, vxj)ψ(|y|)+ (18)

+
n∑
i=1

(Biuxi, v)ψ(|y|) + (Cu, v)ψ(|y|) + (g(x, t, u), v)ψ(|y|)− (f(x, y, t), v)ψ(|y|)
]
dxdydt+

+

∫
PRT

(u, v)ψ(|y|)dxdy −
∫
PR0

(u0, v)ψ(|y|)dxdy = 0

äëÿ âñiõ v ∈ (L2((0, T );V 1,1
ψ (PR)) ∩ Lp((0, T );Lpψ(P

R)))m, vt ∈ (L2((0, T );L2
ψ(P

R)))m i
òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè (7).

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (6) � (8) ïðè R = k, ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ fk i ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ

uk0:

fk =

{
f(x, y, t), (x, y, t) ∈ Qk

T ,

0, (x, y, t) ∈ QT \Qk
T

; uk0 =

{
u0, (x, y) ∈ P k

0 ,

0, (x, y) ∈ O0 \ P k
0 .

Íåõàé k ∈ {2, 3, 4, . . .}. Äëÿ êîæíîãî k iñíó¹ ôóíêöiÿ uk ∈ Wk, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíiñòü (18). Ïðîäîâæèìî ôóíêöiþ uk íóëåì íà îáëàñòü QT\Qk
T . Ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié {uk}, êîæíà ç ÿêèõ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü∫
QT

[
−(uk, vt) −

l∑
i=1

(Aiu
k, vyi) +

n∑
i,j=1

(Biju
k
xi
, vxj)+ (19)

+
n∑
i=1

(Biu
k
xi
, v) + (Cuk, v) + (g(x, t, uk), v) − (f(x, y, t), v)

]
dxdydt+

+

∫
OT

(uk, v)dxdy −
∫
O0

(uk0, v)dxdy = 0

äëÿ âñiõ v ∈ (L2((0, T );V 1,1
ψ,loc(O))∩Lp((0, T );Lpψ(O)))m, vt ∈ (L2((0, T );L2

ψ,loc(O)))m, supp v
� îáìåæåíèé.

Äîâåäåìî ôóíäàìåíòàëüíiñòü öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ó ïåâíèõ ïðîñòîðàõ. Íåõàé R > 1 �

äîâiëüíå ôiêñîâàíå ÷èñëî, s > R, k > R. Ðîçãëÿíåìî ðiâíîñòi (34) äëÿ us i uk, âiäíiìåìî
¨õ i ïîçíà÷èìî us,k = us − uk. Îäåðæèìî ðiâíiñòü∫

QT

[
−(us,k, vt) −

l∑
i=1

(Aiu
s,k, vyi) +

n∑
i,j=1

(Biju
s,k
xi
, vxj) +

n∑
i=1

(Biu
s,k
xi
, v)+ (20)
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+(Cus,k, v) + (g(x, t, us) − g(x, t, uk), v)

]
dxdydt+

∫
OT

(us,k, v)dxdy = 0

äëÿ âñiõ v ∈ (L2((0, T );V 1,1
ψ,loc(O)) ∩ Lp((0, T );Lpψ(O)))m, vt ∈ (L2((0, T );L2

ψ,loc(O)))m,

supp v ⊂ PR × (0, T ).
Íåõàé τ0, τ1 ∈ (0, T ), τ0 < τ1, θd(t) � íåïåðåðâíà êóñêîâî ëiíiéíà ôóíêöiÿ íà [0, T ],

θd(t) = 1, ÿêùî τ0 + 2
d
< t < τ1 − 2

d
, θd(t) = 0 ïðè t > τ1 − 1

d
i ïðè t < τ0 + 1

d
. Íåõàé ρh �

ðåãóëÿðèçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü â D(R), ρh(t) = ρh(−t),
∫∞
−∞ ρh(t)dt = 1, supp ρh ⊂ [− 1

h
, 1
h
];

ωh � ðåãóëÿðèçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü â D(R), ωh(ξ) = ωh(−ξ),
∫∞
−∞ ωh(ξ)dξ = 1, supp ωh ⊂

[− 1
h
, 1
h
]. Íåõàé h ∈ N, h > 2d, ηh = ωhρh, Φd(y) =

√
ψ(|y|) · I(1)

1 (y1) · · · · · I(d)
l (yl), äå

I
(d)
i (yi) � êóñêîâî-ëiíiéíà, íåïåðåðâíà íà R, I

(d)
i (yi) = 0 ïðè yi > ỹi − 1

d
, I

(d)
i (yi) = 1

ïðè yi < ỹi − 2
d
, äå ỹi ∈ (0,+∞).

Ïðèéìåìî â (20), ùî v = ((θdu
s,kΦd) ∗ ηh ∗ ηh)θdΦdφR(x), äå

φR(x) = [HR(x)]α, HR(x) =

{
1
R
(R2 − |x|2), 0 ≤ |x| ≤ R,

0, |x| > R,

òîáòî

v(x, y, t) = θd(t)Φd(y)φR(x)

∫
Rl+1

∫
Rl+1

θd(t1)Φd(y
1)us,k(x, y1, t1)ωh(|y2 − y1|)ρh(t2 − t1)dy

1dt1×

×ωh(|y − y2|)ρh(t− t2)dy
2dt2.

Òîäi

−
∫
QT

(us,k, vt)dxdydt = −
∫
QT

φR(x)(us,k, θ′dΦd((θdΦdu
s,k) ∗ ηh ∗ ηh))dxdydt−

−
∫
QT

φR(x)

(
us,k, θdΦd

∫
Rl+1

[ ∫
Rl+1

θd(t1)Φd(y
1)us,k(x, y1, t1)ωh(|y2 − y1|)ρh(t2 − t1)dy

1dt1

]
×

×ωh(|y − y2|) ∂
∂t
ρh(t− t2)dy

2dt2

)
dxdydt = J1 + J2;

J1−−→
h→∞

−
∫
QT

φR(x)(us,k, us,kθ′dΦ
2
dθd)dxdydt−−→

d→∞

1

2

∫
Πỹl

∫
R
n
+

φR(x)|us,k
√
ψ|2dxdy|t=τ1−

−1

2

∫
Πỹl

∫
R
n
+

φR(x)|us,k
√
ψ|2dxdy|t=τ0,

ìàéæå äëÿ âñiõ τ0, τ1 ∈ [0, T ] i äëÿ ìàéæå âñiõ ỹ = (ỹ1, . . . , ỹl) ∈ R
l
+;

J2 = −
∫
QT

φR(x)

(
us,kθdΦd,

∫
Rl+1

[ ∫
Rl+1

∂

∂t1

(
θd(t1)Φd(y

1)us,k(x, y1, t1)
)×

×ωh(|y2 − y1|)ρh(t2 − t1)dy
1dt1

]
ωh(|y − y2|)ρh(t− t2)dy

2dt2

)
dxdydt =
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= −
∫
QT

∫
Rl+1

φR(x)

(
us,kθdΦdωh(|y − y2|)ρh(t− t2)×

×
∫

Rl+1

∂

∂t1

(
θd(t1)Φd(y

1)us,k(x, y1, t1)
)
ωh(|y2 − y1|)ρh(t2 − t1)dy

1dt1

)
dy2dt2dxdydt =

= −
∫

R
n
+

∫
Rl+1

φR(x)

( ∫
Rl+1

us,k(x, y1, t1)θd(t1)Φd(y
1)ωh(|y − y1|)ρh(t− t1)dy

1dt1×

×
( ∫

Rl+1

θd(t1)Φd(y
1)us,k(x, y1, t1)ωh(|y − y1|)ρh(t− t1)dy

1dt1

)
t

)
dxdydt = 0.

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé iíòåãðàë ç ðiâíîñòi (20)

l∑
i=1

∫
QT

φR(x)(Aiu
s,k, vyi)dxdydt =

l∑
i=1

∫
QT

φR(x)
(
Aiu

s,k,
[
((θdΦdu

s,k)∗ηh∗ηh)θdΦd

]
yi

)
dxdydt =

=

l∑
i=1

∫
QT

φR(x)
(
Aiu

s,k, ((θdΦdu
s,k) ∗ ηh ∗ ηh)yiθdΦd

)
dxdydt+

+
l∑

i=1

∫
QT

φR(x)
(
Aiu

s,k, ((θdΦdu
s,k) ∗ ηh ∗ ηh)θdΦdyi

)
dxdydt = J3 + J4.

Ïîäiáíî, ÿê i äëÿ J2, ëåãêî äîâåñòè, ùî J3 = 0. Äàëi,

J4 =
l∑
i=1

∫
QT

φR(x)

Aius,kθd√ψ, ((θdΦdu
s,k) ∗ ηh ∗ ηh)

(
l∏

j=1

I
(d)
j (yj)

)
yi

 dxdydt+

+

l∑
i=1

∫
QT

φR(x)

(
Aiu

s,kθd, ((θdΦdu
s,k) ∗ ηh ∗ ηh)

l∏
j=1

I
(d)
j (yj)

)
(
√
ψ)yidxdydt−−→

h→∞

−−→
h→∞

l∑
i=1

∫
QT

φR(x)

Aius,kθ2
dψ(|y|), us,k

(
l∏

j=1

I
(d)
j (yj)

)
yi

·
l∏

j=1

I
(d)
j (yj)

 dxdydt+

+
1

2

l∑
i=1

∫
QT

φR(x)

(
Aiu

s,kθ2
d, u

s,k

l∏
j=1

(I
(d)
j (yj))

2

)
(ψ(|y|))yidxdydt−−→

d→∞

−−→
d→∞

l∑
i=1

τ1∫
τ0

∫
R
n
+

∫
∂Dỹ

φR(x)(Aiu
s,k, us,k)ψ(|y|) cos(ν, yi)dSydxdt+

+
1

2

l∑
i=1

τ1∫
τ0

∫
R
n
+

∫
Πỹl

φR(x)(Aiu
s,k, us,k)(ψ(|y|))yidxdydt,



170 Í. I. ÃÓÇIËÜ, Ñ. Ï. ËÀÂÐÅÍÞÊ

äå ∂Dỹ = R
l
+ ∩ ∂Πỹ

l . Ïðîâiâøè ïîäiáíi ìiðêóâàííÿ äëÿ ðåøòè iíòåãðàëiâ ç ðiâíîñòi (20)

i âðàõóâàâøè òå, ùî us,k(x, y, 0) = 0 ïðè (x, y) ∈ ΠR
n × Πỹ

l , îäåðæèìî

1

2

∫
Πỹl

∫
R
n
+

φR(x)|us,k
√
ψ|2dxdy|t=τ1 +

l∑
i=1

τ1∫
0

∫
R
n
+

∫
∂Dỹ

(Aiu
s,k, us,k)ψ(|y|)φR(x)dSydxdt+ (21)

+

τ1∫
0

∫
R
n
+

∫
Πỹl

[
1

2

l∑
j=1

φR(x)(Aju
s,k, us,k)(ψ(|y|))yj +

n∑
i,j=1

(Biju
s,k
xi
, (us,kφR(x))xj )ψ(|y|)+

+

n∑
i=1

(Biu
s,k
xi
, us,k)φR(x)ψ(|y|) + (Cus,k, us,k)φR(x)ψ(|y|)+

+(g(x, t, us) − g(x, t, uk), us,k)φR(x)ψ(|y|)
]
dxdydt = 0.

Îñêiëüêè us,k ∈ (C([0, T ];L2
ψ(P

R)))m, òî ðiâíiñòü (21) ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ τ1 ∈ (0, T ].

Íåõàé B ¹ ìíîæèíîþ òèõ òî÷îê ç R
l
+, â ÿêèõ âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ∫ τ1

0

∫
R
n
+
φR(x)(Aiu

s,k, us,k)ψ(|y|)dxdt. Òîäi ïðè ỹi → ∞, ỹ ∈ B, i ∈ {1, . . . , l}∑l
i=1

∫ τ1
0

∫
R
n
+

∫
∂Dỹ

φR(x)(Aiu
s,k, us,k)ψ(|y|)dSydxdt→ 0. Îòæå, (21) íàáóâà¹ âèãëÿäó

1

2

∫
R
l
+

∫
R
n
+

φR(x)|us,k(x, y, τ)|2ψ(|y|)dxdy +

τ∫
0

∫
R
l
+

∫
R
n
+

[
1

2

l∑
j=1

(Aju
s,k, us,k)(ψ(|y|))yjφR(x)+

+
n∑

i,j=1

(Biju
s,k
xi
, (us,kφR(x))xj)ψ(|y|) +

n∑
i=1

(Biu
s,k
xi
, us,k)φR(x)ψ(|y|)+ (22)

+(Cus,k, us,k)φR(x)ψ(|y|) + (g(x, t, us) − g(x, t, uk), us,k)φR(x)ψ(|y|)
]
dxdydt = 0.

Îöiíèìî êîæåí äîäàíîê ðiâíîñòi (22), âðàõóâàâøè óìîâè òåîðåìè. Ìàòèìåìî:

Im
8

≡ 1

2

τ∫
0

∫
R
l
+

∫
R
n
+

l∑
j=1

(Aju
s,k, us,k)(ψ(|y|))yjφR(x)dxdydt ≥

≥ −a1ψ0

2

∫
Qτ

|us,k|2φR(x)ψ(|y|)dxdydt;

Im
9

≡
∫
Qτ

n∑
i,j=1

(Bij(x, y, t)u
s,k
xi
, (us,kφR(x))xj )ψ(|y|)dxdydt =

=

∫
Qτ

n∑
i,j=1

(Bij(x, y, t)u
s,k
xi
, us,kxj )φR(x)ψ(|y|)dxdydt+
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+

∫
Qτ

n∑
i,j=1

(Bij(x, y, t)u
s,k
xi
, us,k)(φR(x))xjψ(|y|)dxdydt ≡

1

Im
9

+
2

Im
9

;

1

Im
9

≥ b0

∫
Qτ

n∑
i=1

|us,kxi |2φR(x)ψ(|y|)dxdydt;

2

Im
9

≤ b1δ2
2

∫
Qτ

n∑
i=1

|us,kxi |2φR(x)ψ(|y|)dxdydt+ nδ2
p

∫
Qτ

|us,k|pφR(x)ψ(|y|)dxdydt+

+
µ(δ2)

r

∫
Qτ

n∑
i=1

∣∣∣∣(φR(x))xi
φR(x)

∣∣∣∣r φR(x)ψ(|y|)dxdydt, δ2 > 0, r =
2p

p− 2
;

Im
10

≡
∫
Qτ

n∑
i=1

(Bi(x, y, t)u
s,k
xi
, us,k)φR(x)ψ(|y|)dxdydt ≤

≤ b3
2

∫
Qτ

(
δ1

n∑
i=1

|us,kxi |2 +
n

δ1
|us,k|2

)
φR(x)ψ(|y|)dxdydt;

Im
11

≡
∫
Qτ

(C(x, y, t)us,k, us,k)φR(x)ψ(|y|)dxdydt ≥ c0

∫
Qτ

|us,k|2φR(x)ψ(|y|)dxdydt;

Im
12

≡
∫
Qτ

(g(x, t, us) − g(x, t, uk), us,k)φR(x)ψ(|y|)dxdydt ≥ g0

∫
Qτ

|us,k|pφR(x)ψ(|y|)dxdydt.

Âðàõîâóþ÷è îäåðæàíi îöiíêè iíòåãðàëiâ Im8, . . . , Im12, ç (22) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü∫
Oτ

|us,k|2φR(x)ψ(|y|)dxdy +

∫
Qτ

[
(2b0 − b3δ1 − b1δ2)

n∑
i=1

|us,kxi |2+ (23)

+

(
2c0 − b3n

δ1
− a1ψ0

)
|us,k|2 + 2g0|us,k|p

]
φR(x)ψ(|y|)dxdydt ≤

≤ (p− 2)µ(δ2)

p

∫
Qτ

n∑
i=1

∣∣∣∣(φR(x))xi
φR(x)

∣∣∣∣
2p
p−2

φR(x)ψ(|y|)dxdydt.

Î÷åâèäíî, ùî∫
Qτ

n∑
i=1

∣∣∣∣(φR(x))xi
φR(x)

∣∣∣∣
2p
p−2

φR(x)ψ(|y|)dxdydt ≤ (2α)
2p
p−2

∫
Qτ

[HR(x)]α−
2p
p−2ψ(|y|)dxdydt.

Âèáåðåìî ïàðàìåòðè δ1, δ2 òàê, ùîá 2b0 − b3δ1 − b1δ2 = 1. Òîäi ç (23), çàñòîñóâàâøè ëåìó
Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, îäåðæèìî∫

Oτ

|us,k|2φR(x)ψ(|y|)dxdy +

∫
Qτ

( n∑
i=1

|us,kxi |2 + |us,k|2 + |us,k|p
)
φR(x)ψ(|y|)dxdydt ≤ (24)
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≤ c4

∫
Qτ

[HR(x)]α−
2p
p−2ψ(|y|)dxdydt, τ ∈ [0, T ],

äå ñòàëà c4 íå çàëåæèòü âiä R, s, k.
Íåõàé k0 � äîâiëüíå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, R0 òàêå íàéìåíøå äiéñíå ÷èñëî,

ùî P k0
τ ⊂ R

l
+ × {x ∈ R

n : |x| < R0}. Íåõàé R > R0. Òîäi ç (24) âðàõîâóþ÷è, ùî

R− |x| ≤ hR(x) ≤ R + |x|, îòðèìà¹ìî∫
P
k0
τ

|us,k|2dxdy+

∫
Q
k0
τ

( n∑
i=1

|us,kxi |2 + |us,k|2 + |us,k|p
)
dxdydt ≤ c5

(
2R

R −R0

)α
Rn−2p/(p−2), (25)

äå α =
[

2p
p−2

]
+ 1, a ñòàëà c5 íå çàëåæèòü âiä R, s, k. Çà óìîâîþ òåîðåìè p < 2n

n−2
, òîìó

ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ êîæíîãî äîâiëüíî ìàëîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå R, ùî

c5

(
2R

R− R0

)α
Rn−2p/(p−2) < ε.

Îòæå, ç îöiíêè (25) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {uk} ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â ïðîñòî-
ðàõ (Lpψ(Qk0

T ))m, (C([0, T ];L2
ψ(P

k0)))m, à ïîñëiäîâíîñòi {ukxi} ôóíäàìåíòàëüíi ó ïðîñòîði

(L2
ψ(Qk0

T ))m, i ∈ {1, . . . , n} äëÿ ∀k0 ∈ N. Òîäi, çàïèñàâøè (19) äëÿ v = wσ(x)ψ(|y|),
äå w ∈ (L2((0, T );V 1,1

ψ,loc(O)) ∩ Lp((0, T );Lpψ(O)))m, ÿêi ìàþòü îáìåæåíi íîñi¨ çà çìiííîþ

x, wt ∈ (L2((0, T );L2
ψ,loc(O)))m, i ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè k → ∞, îòðèìà¹ìî ðiâ-

íiñòü (5). Îòæå, iñíó¹ óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (4) â îáëàñòi QT .
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Íåõàé çàäà÷à (1) � (4) ìà¹ äâà óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè

u1 i u2. Òîäi ôóíêöiÿ u = u1 − u2 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü∫
OT

(u, v)σ(x)dxdy +

∫
QT

[
−(u, vt)σ(x) −

l∑
i=1

(Ai(x, t)u, vyi)σ(x)+ (26)

+

n∑
i,j=1

(Bij(x, y, t)uxi, (vσ(x))xj) +

n∑
i=1

(Bi(x, y, t)uxi, v)σ(x) + (C(x, y, t)u, v)σ(x)+

+(g(x, t, u1) − g(x, t, u2), vσ(x))

]
dxdydt = 0

äëÿ âñiõ v ∈ (L2((0, T );V 1,1
ψ (O)) ∩ Lp((0, T );Lpψ(O)))m, ÿêi ìàþòü îáìåæåíi íîñi¨, vt ∈

(L2(0, T );L2
ψ(O)))m, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ σ ∈ C1

0 (Rn), σ(x) ≥ 0 â R
n. Ïðèéìåìî â

ðiâíîñòi (26) v = ((θdΦdu) ∗ ηk ∗ ηk)θdΦd, σ(x) = φR(x). Òîäi ïðîâiâøè òàêi æ îïåðàöi¨

ÿê ïðè äîâåäåííi ôóíäàìåíòàëüíîñòi îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (22) (çàïèñàíó äëÿ u). Âðàõó-
âàâøè îöiíêè iíòåãðàëiâ Im8, ..., Im12, îäåðæèìî ç (22) íåðiâíiñòü (23) (çàïèñàíó äëÿ u),
ç ÿêî¨ ëåãêî âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

∫
P
k0
T

|u|2dxdy ≤ ε. Îñêiëüêè öÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ

∀k0 ∈ N i ∀ε > 0, òîäi u = u1 − u2 = 0, òîáòî u1 = u2. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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