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It is proved that every horizontal somewhat continuous and nearly somewhat continuous
with respect to the second variable mapping of the product of a Baire space X and topological
spaces Y with countable pseudobase in topological spaces Z is joint nearly somewhat continu-
ous. Corollaries of this result, in particular, a theorem on the quasi-continuity of KhK-functions
are obtained.
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Äîêàçàíî, ÷òî êàæäîå ãîðèçîíòàëüíî åäâà íåïðåðûâíîå è ïî÷òè åäâà íåïðåðûâíîå îò-
íîñèòåëüíî âòîðîé ïåðåìåííîé îòîáðàæåíèå f : X ×Y → Z ïðîèçâåäåíèÿ áýðîâcêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X è òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñâà Y ñ ñ÷åòíîé ïñåâäîáàçîé â òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî Z, áóäåò ñîâîêóïíî ïî÷òè åäâà íåïðåðûâíûì, è ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ ýòîãî
ðåçóëüòàòà, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìó î êâàçèíåïðåðûâíîñòè KhK-ôóíêöèé.

1. Âiäïðàâíèì ïóíêòîì äîñëiäæåíü äàíî¨ ïðàöi ¹ òàêi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà À [1]. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið çi çëi÷åííîþ

áàçîþ i Z � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið. Òîäi êîæíå íàðiçíî ëåäü íåïåðåðâíå âiäîáðà-

æåííÿ f : X × Y → Z áóäå ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíèì.

Òåîðåìà Á [2,3]. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið çi çëi÷åííîþ

ïñåâäîáàçîþ i Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið. Òîäi êîæíå ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå

âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z áóäå êâàçiíåïåðåðâíèì.

Òåîðåìà À äàâàëà âiäïîâiäü íà îäíå ïèòàííÿ Ç.Ïüîòðîâñüêîãî ç îãëÿäó [4], à òåîðåìà
Á ðîçâèâàëà äåÿêi ðåçóëüòàòè Ñ.Êåìïiñòîãî [5] i Í.Ìàðòiíà [6]. Äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì

áóëè ðiçíèìè, õî÷à îáèäâà âèêîðèñòîâóâàëè êàòåãîðíèé ìåòîä i ñõîæi êëàñèôiêàöiéíi

ïðîöåäóðè. Ñàìi æ òåîðåìè À i Á íå ñïðèéìàëèñÿ ÿê ùîñü îäíå i â äèñåðòàöi¨ [3] áóëè
ïîìiùåíi â ðiçíèõ ðîçäiëàõ.

Ó ïðîöåñi ïiäãîòîâêè äî ñâî¨õ ëåêöié íà òðåòié ëiòíié ìàòåìàòè÷íié øêîëi â Êîçüî-

âié àâòîð ïîìiòèâ, ùî ìîæíà îäíîòèïíî âñòàíîâèòè çíà÷íî òî÷íiøi òåîðåìè, íàñëiäêàìè

ÿêèõ áóäóòü âêàçàíi ðåçóëüòàòè. Ïðè öüîìó ìè ââîäèìî äâà íîâèõ ïîíÿòòÿ � ãîðèçîí-

òàëüíó ëåäü íåïåðåðâíiñòü i çìiøàíó ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíiñòü (äèâ. ï. 3), à òàêîæ

àíàëiçó¹ìî ç çàãàëüíèõ ïîçèöié ðiçíi ìîäèôiêàöi¨ íåïåðåðâíîñòi, ðîçãëÿäàþ÷è A - íåïå-

ðåðâíi i ñèëüíî A-íåïåðåðâíi â òî÷öi âiäîáðàæåííÿ.
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2. Ðiçíîìàíiòíi ìîäèôiêàöi¨ íåïåðåðâíîñòi (ïðî íèõ äèâ. ïðàöi [4, 7, 8] i âêàçàíó òàì

ëiòåðàòóðó) ïiäïàäàþòü ïiä íàñòóïíi äâi àáñòðàêòíi ñõåìè.

Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ, x0 ∈ X, y0 = f(x0)
i A � äåÿêà ñèñòåìà ìíîæèí â X. Ìè êàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ A-íåïåðåðâíèì ó

òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè y0 â ïðîñòîði Y iñíó¹ òàêà ìíîæèíà A ∈ A,

ùî f(A) ⊆ V . Íåõàé U ⊆ X, fU = f |U � çâóæåííÿ f íà ìíîæèíó U i AU = {A ∈ A : A ⊆
U}. Íàçîâåìî f ñèëüíî A-íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó U òî÷êè

x0 â X çâóæåííÿ fU ¹ AU -íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0.

Ðîçãëÿíåìî òàêi ñèñòåìè ìíîæèí: Ux0 � ñèñòåìà âñiõ îêîëiâ òî÷êè x0 ó ïðîñòîði X;

Ux0 = {A ∈ 2X : A ∈ Ux0}; S � ñèñòåìà âñiõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði

X; S = {A ∈ 2X : int A 6= Ø} � ñèñòåìà âñiõ äåñü ùiëüíèõ ìíîæèí â X. ßêùî çà A âçÿòè

âiäïîâiäíî ñèñòåìè Ux0 , Ux0, S ÷è S, òî A-íåïåðåðâíå â òî÷öi x0 âiäîáðàæåííÿ íàçèâà-

þòü âiäïîâiäíî íåïåðåðâíèì , ìàéæå íåïåðåðâíèì, ëåäü íåïåðåðâíèì ÷è ìàéæå ëåäü

íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0. Äàëi ñèëüíî /ìàéæå/ ëåäü íåïåðåðâíå â òî÷öi x0 âiäîáðàæåííÿ

� öå íå ùî iíøå ÿê /ìàéæå/ êâàçiíåïåðåðâíå â öié òî÷öi âiäîáðàæåííÿ.

Íåõàé α � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié òî÷öi x ∈ X äåÿêó

ñèñòåìó Ax = α(x) ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçâåìî ñèëüíî α
- íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X âiäîáðàæåííÿ f ¹ /ñèëüíî/ Ax-íåïåðåðâíèì

ó òî÷öi x. ßêùî Ax = A äëÿ êîæíîãî x ∈ X, òî /ñèëüíî/ α-íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòî /ñèëüíî/ A-íåïåðåðâíèì. ßêùî Ax = Ux /Ax = Ux/ äëÿ êîæíîãî

x ∈ X, òî α - íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ � öå /ìàéæå/ íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ. S-
íåïåðåðâíiñòü /S-íåïåðåðâíiñòü/ � öå /ìàéæå/ ëåäü íåïåðåðâíiñòü. Íàðåøòi /ìàéæå/

êâàçiíåïåðåðâíiñòü � öå ñèëüíà /ìàéæå/ ëåäü íåïåðåðâíiñòü. Âëàñòèâîñòi /ìàéæå/ íå-

ïåðåðâíîñòi, /ìàéæå/ êâàçiíåïåðåðâíîñòi ÷è /ìàéæå/ ëåäü íåïåðåðâíîñòi ïîçíà÷àþòüñÿ

âiäïîâiäíî ëiòåðàìè C /Cn/, K /Kn/ ÷è S /Sn/.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Y � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið. Âiä-

îáðàæåííÿ f : X → Y áóäå A-íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0 /ñèëüíî A-íåïåðåðâíèì ó òî÷öi

x0, α-íåïåðåðâíèì /òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g : Y → R

ôóíêöiÿ h = g ◦ f : X → R áóäå A-íåïåðåðâíîþ ó òî÷öi x0 /ñèëüíî A-íåïåðåðâíîþ ó

òî÷öi x0, α-íåïåðåðâíîþ/.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f � A-íåïåðåðâíå ó òî÷öi x0 âiäîáðàæåííÿ, g : Y → Z � íåïåðåðâíå

â òî÷öi y0 = f(x0) âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè ó äåÿêîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Z
i h = g ◦ f . Òîäi h � A-íåïåðåðâíå ó òî÷öi x0. Ñïðàâäi, íåõàé W � îêië òî÷êè z0 =
h(x0) = g(y0) ó ïðîñòîði Z. Ç íåïåðåðâíîñòi g ó òî÷öi y0 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé îêië

V òî÷êè y0 â ïðîñòîði Y , ùî g(V ) ⊆ W . Îñêiëüêè f ¹ A-íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0, òî

iñíó¹ òàêà ìíîæèíà A ∈ A, ùî f(A) ⊆ V . Òîäi h(A) = g(f(A)) ⊆ g(V ) ⊆ W , ùî i äà¹

íàì A-íåïåðåðâíiñòü h ó òî÷öi x0.

Íåõàé f íå ¹ A-íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0. Òîäi iñíó¹ òàêèé îêië V òî÷êè y0 = f(x0) ó
ïðîñòîði Y , ùî f(A) 6⊆ V äëÿ êîæíîãî A ∈ A. Îñêiëüêè ïðîñòið Y öiëêîì ðåãóëÿðíèé,

òî iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ gV : Y → R, ùî gV (y0) = 1 i gV (y) = 0 íà Y \ V .

Ïîêëàäåìî hV = gV ◦ f . Ìíîæèíà W = (1
2
, 3

2
) ¹ îêîëîì òî÷êè z0 = hV (x0) = gV (y0) = 1 i

ðàçîì ç òèì hV (A) 6⊆ W äëÿ êîæíîãî A ∈ A, áî äëÿ êîæíîãî A ∈ A iñíó¹ òî÷êà xA ∈ A,
äëÿ ÿêî¨ f(xA) 6∈ V , îòæå, äëÿ íå¨ hV (xA) = 0 6∈ W .Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ hV íå ¹

A-íåïåðåðâíîþ ó òî÷öi x0.

Iíøi òâåðäæåííÿ òåîðåìè ëåãêî âèïëèâàþòü ç äîâåäåíîãî.



ÏÐÎ ÍÀÐIÇÍI I ÑÓÊÓÏÍI ÌÎÄÈÔIÊÀÖI� ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÑÒI 215

3. Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Äëÿ âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z íåïåðåðâ-

íiñòü òà âñi ¨¨ ìîäèôiêàöi¨ ñòîñóþòüñÿ òîïîëîãi¨ äîáóòêó íà X × Y i ÷àñòî âèðiçíÿþòüñÿ

ïðèñëiâíèêîì �ñóêóïíî�. Êðiì òîãî, äëÿ òàêèõ âiäîáðàæåíü ìîæíà ââåñòè i ïåâíi ñïåöè-

ôi÷íi ïîñëàáëåííÿ íåïåðåðâíîñòi, áåðó÷è çà çðàçîê óìîâó (À) ç ïðàöi Ê.Áå åëÿ [9].

Íåõàé S i S � ñèñòåìè ìíîæèí â X, ÿêi ââåäåíi â ï.2, i H � ñèñòåìà âñiõ âiäêðèòèõ

íåïîðîæíiõ ìíîæèí ó ïðîñòîði Y . Ïîêëàäåìî

Sh = {G × {y} : G ∈ S i y ∈ Y } i Pns = {A × V : A ∈ S i V ∈ H}.

Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z ìè íàçèâà¹ìî ãîðèçîíòàëüíî ëåäü íåïåðåðâíèì ó òî÷öi

p0 = (x0, y0) ∈ X × Y , ÿêùî âîíî ¹ Sh-íåïåðåðâíèì ó öié òî÷öi; Pns-íåïåðåðâíå ó òî÷öi

p0 âiäîáðàæåííÿ f ìè íàçèâà¹ìî çìiøàíî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíèì ó öié òî÷öi. Ñèëü-

íî ãîðèçîíòàëüíî ëåäü íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòüñÿ ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíå-

ïåðåðâíèìè. Âîíè áóëè ââåäåíi â [2]. Âëàñòèâîñòi ãîðèçîíòàëüíî¨ ëåäü íåïåðåðâíîñòi,

ãîðèçîíòàëüíî¨ êâàçiíåïåðåðâíîñòi i çìiøàíî¨ ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíîñòi ìè ïîçíà÷èìî

âiäïîâiäíî ñèìâîëàìè Sh, Kh i Pns.

Íàì áóäå ïîòðiáíà îäíà âëàñòèâiñòü ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, U i V � âiäêðèòi ìíîæèíè â

ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî, A ⊆ X, U ⊆ A i f : X × Y → Z � ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíå-

ïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f(U × V ) ⊆ f(A × V ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ U × V , z0 = f(p0) i W � îêië òî÷êè z0 ó ïðîñòîði Z.
Îñêiëüêè f ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå â òî÷öi p0, òî iñíóþòü âiäêðèòà íåïîðîæíÿ

ìíîæèíà G â X i òî÷êà b ∈ V , òàêi, ùî G ⊆ U i f(G×{b}) ⊆ W . Çðîçóìiëî, ùî G∩A 6= Ø,

àäæå G ⊆ U ⊆ A. Òîìó iñíó¹ òî÷êà a ∈ G ∩ A. Â òàêîìó ðàçi f(a, b) ∈ W ∩ f(A × V ),
îòæå, z0 ∈ f(A × V ).

Ç öi¹¨ âëàñòèâîñòi ëåãêî âèâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, ïðè÷îìó ïðîñòið Z ðåãóëÿðíèé,

i f : X × Y → Z � ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå i çìiøàíî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f áóäå ñóêóïíî ëåäü íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p0 ∈ X × Y i W � çàìêíåíèé îêië òî÷êè z0 = f(p0) ó ïðîñòîði

Z. Îñêiëüêè f çìiøàíî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå â òî÷öi p0, òî iñíóþòü òàêi âiäêðèòi

íåïîðîæíi ìíîæèíè U i V ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî i ìíîæèíà A ⊆ X, ùî U ⊆ A
i f(A × V ) ⊆ W . Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 2

f(U × V ) ⊆ f(A × V ) ⊆ W = W,

îòæå, f ëåäü íåïåðåðâíå â òî÷öi p0, àäæå çàìêíåíi îêîëè òî÷êè z0 óòâîðþþòü áàçó

îêîëiâ öi¹¨ òî÷êè â ðåãóëÿðíîìó ïðîñòîði Z.
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4. Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äëÿ âëàñòèâîñòi P âiäîáðàæåíü f :
X → Y ÷åðåç P (X, Y ) ìè ïîçíà÷à¹ìî ñóêóïíiñòü óñiõ âiäîáðàæåíü f : X → Y , ÿêi ìàþòü

âëàñòèâiñòü P . Ñèìâîëîì ShSn ïîçíà÷à¹òüñÿ âëàñòèâiñòü âiäîáðàæåííÿ f : X × Y →
Z áóòè ãîðèçîíòàëüíî ëåäü íåïåðåðâíèì i ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíèì âiäíîñíî äðóãî¨

çìiííî¨. Àíàëîãi÷íèé çìiñò ìàþòü âëàñòèâîñòi ShS, KhKn i KhK.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ÿêèé ìà¹ çëi-

÷åííó ïñåâäîáàçó V = {Vn : n ∈ N} i Z � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ShSn(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z);

(ii) ShS(X × Y, Z) ⊆ Pns(X × Y, Z);

(iii) KhKn(X × Y, Z) ⊆ Kn(X × Y, Z);

(iv) KhK(X × Y, Z) ⊆ K(X × Y, Z), ÿêùî ïðîñòið Z ðåãóëÿðíèé.

Äîâåäåííÿ. (i). Íåõàé f ∈ ShSn(X × Y, Z) i p0 ∈ X × Y . Äîâåäåìî, ùî f ¹ ìàéæå ëåäü

íåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0. Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòèé îêië W òî÷êè z0 = f(p0) ó ïðîñòîði Z.
Îñêiëüêè f ãîðèçîíòàëüíå ëåäü íåïåðåðâíå ó òî÷öi p0, òî iñíóþòü âiäêðèòà íåïîðîæíÿ

ìíîæèíà G ó ïðîñòîði X i òî÷êà b ∈ Y , òàêi, ùî f(G × {b}) ⊆ W .

Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ïîêëàäåìî

An = {x ∈ G : (∃Bn,x)(Bn,x ⊆ Vn ⊆ Bn,x) i f({x} × Bn,x) ⊆ W}.

Ïîêàæåìî, ùî
⋃∞

n=1 An = G. Íåõàé x ∈ G. Îñêiëüêè f(x, b) ∈ W i ìíîæèíè W âiäêðèòà,

òî W � îêië òî÷êè f(x, b) â Z. Çà óìîâîþ âiäîáðàæåííÿ fx = f(x, ·) : Y → Z ìàéæå ëåäü

íåïåðåðâíå. Òîìó iñíó¹ äåñü ùiëüíà â Y ìíîæèíà Bx, òàêà, ùî f(Bx) ⊆ W . Ìíîæèíà

V = int Bx íåïîðîæíÿ i âiäêðèòà â Y . Îñêiëüêè V � ïñåâäîáàçà â Y , òî iñíó¹ òàêèé

íîìåð n, ùî Vn ⊆ V . Ïîêëàäåìî Bn,x = Vn ∩Bx. Çðîçóìiëî, ùî Vn ⊆ Bn,x, àäæå Vn ⊆ Bx

i ìíîæèíà Vn âiäêðèòà. Êðiì òîãî, fx(Bn,x) ⊆ W . Îòæå, x ∈ An.

Çà óìîâîþ ïðîñòið X áåðiâñüêèé, òîáòî â íüîìó êîæíà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà

¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨. Òîìó G � ìíîæèíà äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X, îòæå, iñíó¹ òàêèé

íîìåð m, ùî ìíîæèíà Am äåñü ùiëüíà â X, òîáòî int Am 6= Ø. Ïîêëàäåìî U = G∩int Am,

A = U ∩ Am i V = Vm. Çðîçóìiëî, ùî U � íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà i A ⊆ U ⊆ A.
Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà A äåñü ùiëüíà â X, à ñàìå, ùiëüíà ó âiäêðèòié íåïîðîæíié

ìíîæèíi U . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

E =
⋃

x∈A

{x} × Bm,x.

Îñêiëüêè A ⊆ Am, òî V = Vm ⊆ Bm,x äëÿ êîæíîãî x ∈ A. Êðiì òîãî, U ⊆ A. Òîìó
U × V ⊆ E, îòæå, ìíîæèíà E äåñü ùiëüíà â X × Y . Äî òîãî æ

f(E) =
⋃

x∈A

f({x} × Bm,x) ⊆ W.
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Òàêèì ÷èíîì, f ¹ ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0, áî âiäêðèòi îêîëè òî÷êè z0 â

Z óòâîðþþòü áàçó îêîëiâ öi¹¨ òî÷êè.

(ii). Íåõàé f ∈ ShS(X × Y, Z) i p0 ∈ X × Y . Äîâåäåìî, ùî f ¹ çìiøàíî ìàéæå ëåäü

íåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0. ßê i â äîâåäåííi ïåðøîãî âêëþ÷åííÿ âiçüìåìî âiäêðèòèé îêië

W òî÷êè z0 = f(p0) â Z i çíàéäåìî âiäêðèòó íåïîðîæíþ ìíîæèíó G â X i òî÷êó b ∈ Y ,

òàêi, ùî f(G × {b}) ⊆ W . Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ïîêëàäåìî

An = {x ∈ G : fx(Vn) ⊆ W}.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈ X âiäîáðàæåííÿ fx ëåäü íåïåðåðâíå, òî
⋃∞

n=1 An = G. ßê i

ðàíiøå iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî U = G∩ int Am 6= Ø i äëÿ ìíîæèíè A = U ∩Am áóäåìî

ìàòè A ⊆ U ⊆ A. Ïîêëàäàþ÷è V = Vm ìè îòðèìà¹ìî, ùî f(A × V ) ⊆ W , ùî i òðåáà

áóëî äîâåñòè.

(iii). Íåõàé f ∈ KhKn(X × Y, Z) i po = (xo, yo) ∈ X × Y . Äîâåäåìî, ùî f ìàéæå

êâàçiíåïåðåðâíå â òî÷öi po çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé

âiäêðèòèé îêië U òî÷êè xo â X i äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië V òî÷êè yo â Y . Äîñèòü

ç'ÿñóâàòè, ùî çâóæåííÿ g = f |U×V áóäå ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíèì. Àëå çðîçóìiëî, ùî

g ∈ ShSn(U×V, Z). Ïðè öüîìó âiäêðèòèé ïiäïðîñòið U áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X ñàì áóäå

áåðiâñüêèì, à ïiäïðîñòið V ïðîñòîðó Y òàê ñàìî, ÿê i Y , ìà¹ çëi÷åííó ïñåâäîáàçó. Òîìó

çà òâåðäæåííÿì (i) îòðèìó¹ìî, ùî g ∈ Sn(U × V, Z), ùî áóëî é òðåáà.

(iv). Íåõàé f ∈ KhK(X×Y, Z) i po = (xo, yo) ∈ X×Y . Äîâåäåìî, ùî f êâàçiíåïåðåðâíå

â òî÷öi po. ßê i â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ (iii) äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî çâóæåííÿ g =
f |U×V ëåäü íåïåðåðâíå äëÿ äîâiëüíèõ âiäêðèòèõ îêîëiâ U i V òî÷îê xo i yo ó ïðîñòîðàõ

X i Y âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè g ∈ ShS(U × V, Z), òî çà òâåðäæåííÿì (ii) âiäîáðàæåííÿ

g çìiøàíî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå. Àëå g ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå i ïðîñòið Z
ðåãóëÿðíèé. Òîìó g ëåäü íåïåðåðâíå çà òåîðåìîþ 3.

Ìè áà÷èìî, ùî òâåðäæåííÿ (i) çíà÷íî ïiäñèëþ¹ òåîðåìó À, à òâåðäæåííÿ (ii) ¨¨

óòî÷íþ¹. Òâåðäæåííÿ (iv) ïîêðàùó¹ òåîðåìó Á i, ÿê ìè áà÷èëè, íåãàéíî âèïëèâà¹ ç

òâåðäæåííÿ (ii) i òåîðåìè 3.
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